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Caro leitor: Pense num n!mero naturahbc com tr's d#gitos, sendo
a $ c. Depois, secretamente, inverta-o, obtendoa,e calcule a diferen%a do
maior pelo menor. Bastar& agora que nos indiqueimgiro d#gito dessa

diferen%a para lhe revelarmos o resultado.

escobrimos por que funciona o trugue anterior se o
Dexperimentarmos. Por exemplo, seabc= 16%, entdo
cba= 561 echas abc= 39€ seabc= 99(, entdocba= 09¢
e abce cba= 891; em geral, nas condi¢c6es pedidas pelo
truque, a diferenca abce cb¢ (ou cbas abq é sempre um
nimero da forma 9 e, além disso, tem-see + = 9;dai
gue, conhecendo-, saibamos qual é o nimero.

O valor de * + ndo nos surpreende: uma vez que
um ndimero e a sua versado invertida ttm a mesma soma
dos respetivos digitos, eles estdo na mesma classe deon-
gruéncia médulo 9 e, portanto, a diferenca entre elesé um
multiplo de 9. A imagem da transformagdo f, que atua no
conjunto N3 dos nimeros naturais com trés digitos (permi-
tindo-se zeros a esquerda) e que a cada niUmero assia a
distancia dele para a sua versao invertida, contémapenas
dez elementos, nomeadamente

{000, 099, 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792, 891}.

Note-se ainda que, como o dominio da fungdof p AQLW Bom m= méximo {i: 0« i+ D

se iterarmosf, obtendo para cadax de N3 a respetiva 6rbita
por f, temos de chegar a um ciclo, cujos elementos esténa
imagem da funcao f. Dos dez nimeros anteriores, 000 é um
SRQWR A fjRe &rhii todos os nimerosabccoma= c; e
099° 891° 693° 297° 495

€ um ciclo de periodo 5 a que chegam todas as outra Orbi-
tas em ndo mais do que duas iteracdes dé
pagina seguinte).

Poderiamos ter comecgado por considerar uma transfor
magcao f; analoga af mas a atuar no conjuntoN; de nime-

YHU AJXUD

ros naturais com dizimas de um digito: nesse caso,f; envia
FDGD Q~PHUR QR SRQWR Ajfe ninmeFosFRQMX Q\
QDWXUDLV FRP GRLV GtJLWRV BSO0OpPPDGR SR
¢édo f, tem um ciclo de periodo 5
09 81° 63° 27° 45
a que chegam todos os nimerosabcom a A em um ou
dois iterados de f,. Observe-se que este ciclo esta relacio-
nado com o ciclo de igual periodo em N3: o de trés digitos
obtém-se deste colocando um 9 no meio de cada nimeo.
$ AIJXUD QD SiJLQD VHIXLQWHif,LOXVWUD
Que propriedades tem este sistema dindmico quan-
do consideramos numeros com quatro ou mais di-
gitos? SejaNp o conjunto de naturais com D digitos
de {0,1,...,9}, permitindo-se zeros a esquerda; e saj
ip:Npe Np D IXQomR GHAQLGD GD VHJXLQW|I
associa 0 e a cadx nao nulo de Np, escrito na base 10 e
representado por D digitos X = Xpe 1...XmXme 1- - - X1X0s
1l ex; E 0}, associa o
natural ip(X) = XoX1...Xme 1Xm .. .Xp. 1 Obtido inverten-
do a ordem dos digitos de x.
Se fp designa a fungdo Np Np GHAQLGD SRU
fo(x) = |x* ip(x)|, todos os nimeros da imagem de fp
sdo multiplos de 9 (e, quando D é impar, séo simultanea-
mente multiplos de 9 e de 11).
@® facto, essa imagem reduz-se a19°2 + 1)/2 ele-
mentos seD é par, e a(19P* D2 + 1)/2 seD é impar.
Além disso,comoNp p AQLWR FDGRPteylblEtew D GH
minar num ciclo cujos elementos estdo na imagem defp,.
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Figural.

Figura 3. Ciclo de perlodo 2 de dbm as suas pr"-imagens.

Figura 2.
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Pr-

Perlodos perlodo | [Perlodo; N$mero de ciclos por perlodo]
m#ximo

1 1 1 1 [1;1]
2 2 1,5 2 [L 1], [51]
3 2 1,5 2 [11],[51]
4 5 1,2,5 12 [1;2],[2;1],[5; 3]
5 5 1,2,5 12 [1,1],[2;1],[5; 3]
6 12 1,2,59 18 47 [11],[2; 21,15, 7119; 1], [18; 1]
7 12 1,2,5918 47 [1;1], [22],[5;7119; 1], [18; 1]
8 26 1,2,5,9 10, 14, 18 [1;1],[2;4],[5; 151, [9; 2], [10{14;1], [18; 2]
9 26 1,2,5/9, 10, 14, 18 [1;1],[2;4],[5;15],[9; 2], [10{14; 1], [18; 2]
10 49 1,2,5,09 10, 14, 18 [1;2],[2;7],[5;31]1[9; 3], [10[ 24; 2], [18; 3]
11 49 1,2,5,9 10, 14, 18 [1;11,[2; 7], [5; 311, [9; 3, [, [14; 2], [18; 3]
Tabelal

A tabela 1 retine alguma informac&o sobre a dinamica
de fp parale D e 11 quantos ciclos tem, os respetivos
periodos e, parale D ¢ 7, 0s pré-periodos maximos.

Para D par, parece haver maior variedade de meios
para se formarem os ciclos deNp. Por exemplo, podemos
A[DU XP HOHPHQWR g ,X% olécaFumRe® H

(P >@ HQFRQWUDP VH DOJXPDV A JeticBdd top (Bonho@ii {OWOLOD @ 0D0,0 0,0 0} quan-

dindmica de fy para estes valores deD; e pode ler-se uma
descricdo mais completa de algumas propriedades desas
dindmicas.

Analisemos agora os dados da tabela 2, que contém
os ciclos de fp, parale D ¢ 6.Notamos aqui alguns pa-
drées. Para cada naturalD, a aplicagéo fp s6 tem um ponto
A[R [BH 1¢éimpar, os ciclos deNp surgem dos ciclos de
Np. 1 por um dos processos seguintes:

D A[DPRV XP HOHPHQWRmRGH XP
e colocamos um 9 a meio (vejam-se, por exemplo,
0s ciclos {2178, 6534} d® = 4 e {2178, 6534} de
Ns); ou

E A[DPRV XP HOHPHQWRIGH XP
e acrescentamos um 0 na posi¢do central (€, por
exemplo, essa a relagéo entre os ciclos {099, 81 81,
63 63, 27 27, 4545} de D = 5 e {0909, 8181, 6363,
2727, 4545} deéNy).

Estes procedimentos ndo alteram o periodo do ciclomas
nem todas as possibilidades produzem ciclos (por exemplo,
09 09 néo pertence a nenhum ciclo deNs). Pode ler-se em [1]
por que é valida esta propriedade para todo o D > 1 impar.

do D = 4); ou escolher um elemento de um ciclo deNp,, e
repeti-lo duas vezes (veja-se o ciclo{ 09, 81, 63, 27,
45}, quando D = 4); ou selecionar ciclos de valores deD
menores e junta-los depois de uma permutag&o convenen-
te (como no ciclo {9 0 , 857142, 615384, 131868, 736263,
373626, 252747, 494505, 010989} de= 6 = 2+ 4, cujo pri-
meiro elemento resulta de uma tal unido entre os ciclos {09,
81, 63, 27, 45} d&\, e {2178, 6534} de,).
= L‘IAZ‘ 5’5}3 d& ﬂ'ocedimentos detetados parale D+ 12¢é
extensa (veja-se [1]) e alguns deles geram ciclosoen peri-
odos novos relativamente aos ja obtidos para valoresme-
nores de D. O programa elaborado pelo Atractor para cal-
cular os ciclos de fp demorou centésimas de segundo para
FokfeRa fatd completa dessas Orbitas especiais wgpndo
2+ D e 4; gastou poucos segundos paraD = 6 e cerca
de dois minutos paraD =8 4XDQGR VIH=APRX-
rém, o tempo previsto subiu para cerca de um ano (em-
bora, usando amostras ao acaso de elementos da imagm
de f1,, a busca de ciclos tenha sido mais rapida). Fica, pr
LVVR R GHVDAR GH VB +S12R3ediPso SDUD
ao computador, algumas das propriedades detetadas nas
dindmicas anteriores.
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D | Peré| Ciclos enNp D | Peré| Ciclos enNp

1] 1 {0
, | 1|00
5 | {09, 81, 63, 27, 45}
1 | {000}
s {099, 891, 693, 297, 495}
1 | {0000}
2 | {2178, 6534}
4 {0999, 8991, 6993, 2997, 4995}

5 | {0090, 0810, 0630, 0270, 0450}
{0909, 8181, 6363, 2727, 4545}

1 | {00000}
2 | {21978, 65934}
5 {09999, 89991, 69993, 29997, 49995}

5 | {09009, 81081, 63063, 27027, 45045}
{00990, 08910, 06930, 02970, 04950}

1 | {000000}

{219978, 659934}

{021780, 065340}

{099999, 899991, 699993, 299997, 499995}
{090009, 810081, 630063, 270027, 450045}
{009990, 089910, 069930, 029970, 049950}
5 | {000900, 008100, 006300, 002700, 004500}
{009090, 081810, 063630, 027270, 045450}
{090909, 818181, 636363, 272727, 454545}
{099099, 891891, 693693, 297297, 495495}

2

{978021, 857142, 615384, 131868, 736263, 37362
252747, 494505, 010989}
{043659, 912681, 726462, 461835, 076329, 847341,
18 | 703593, 308286, 374517, 340956, 318087, 462726,
164538, 670923, 341847, 406296, 286308, 517374}

o

Tabela 2

A transformagé@o fp pode ser considerada como atu-
ando nos naturais quando representados numa outra
base que ndo 10 (designemo-la porfp pag), €sperando-se
dindmicas distintas, uma vez que o comportamento das
oOrbitas de fp s depende dos digitos permitidos na re-
presentagdo dos naturais. Por exemplo, na base 2 egra
D = 4, a imagem de uma tal transformacé&o fs2 contém

e uma orbita de periodo 2 ({010212, 201021}), e s®stes ci-
clos. Em [1] prova-se que, para algumD, fp g tem pontos
A[RV QmR QX O RBfolrtio Hongruewtelcom 1 mo-
GXOR 8P SRQWREAR BM, (2B+ 1)/3)s
seBp FRQJUXHQWH FRP PYyGXOR fgg XP S|
é(B/3, B/3 » 1,2B/3 * 1,2B/3)g, seB for mdltiplo de 3.

Em [1] encontram-se mais dados sobre estas e outras

FLQFR Q~PHURV H Ki TXDWUR FLF O R Yasag,RIgunsQiesrthizs GHlido$a@ravdd de appletsriterati-

{0000}, {0010}, {0101}, {0111}; e s&@o apenas esisstractores
de fs42. Mais geralmente, nesta base e para todos os valo-

VoS que o leitor é convidado a explorar.

resdeD par, ha2°? SRQWRV A[RV H FRQMHWXUD VH TXH VmR

apenas esses os atractores dé, »). Em base 3 e pard = 6,
HQFRQWUDPRY WUrvV SRQWRV A[RV

REFER!INCIAS

A [1] www.atractor.pt/at/ABC-CBA
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Figura 4.
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Figura 5.
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